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Izvod 
  U radu je polazeći od Furijeovog zakona za stacionarno provoĎenje toplote i Omovog 
zakona za protok jednosmerne struje kroz otpornik, uspostavljena analogija izmeĎu 
termodinamičkih i električnih veličina. Na bazi ovoga za slučaj prolaţenja toplote kroz 
višeslojne zidove u karakterističnim poloţajima, odreĎene su relacije koje su iskorišćene za 
šematski prikaz toplotnih otpora, odnosno ekvivalentnih šema, koristeći serijske i paralelne 
veze strujnih kola. Na kraju rada data su dva karakteristična računska primera prolaţenja 
toplote za višeslojne sloţene zidove u različitim poloţajima, za čije rešavanje je primenjena 
električna analogija. 
 Ključne reči: Prenos toplote, električna analogija, toplotni otpor, električni otpor, 
ekvivalentni sistemi. 
 
Abstract 
 Starting from the Fourier's law for stationary heat transfer and Ohm's law for DC 
through the resistor, the paper presents the analogy between thermodynamic and electrical 
quantities. Based on this analogy, has been used knowledge of circuit theory for of the heat 
transfer through walls in the multilayer characteristic positions to derive the schematic 
representation of corresponding heat resistors. At the end of paper, has been  shown two 
typical examples of calculation heat transfer to the complex multi-layer walls in different 
positions, by applied electrical analogy. 
 Key words: Heat transfer, Electrical analogy, Heat resistance, Electrical resistance, 
Equivalent systems. 
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1. UVOD 
 
Mnogi procesi u tehnici, javljaju se u razliĉitim fiziĉkim sistemima koji se opisuju 
identiĉnim, odnosno sliĉnim matematiĉkim jednaĉinama. Ovo saznanje daje nam mogućnost 
uspostavljanja analogije meĊu sistemima koji su razliĉite prirode, |1|, |2|, |3|.  
U mnogim tehniĉkim disciplinama, analogije se primenjuju iz razloga, jednostavnijeg 
predstavljanja i efikasnijeg proraĉuna mnogih pojava i procesa. Pri ovome posebno su 
pogodne elektriĉne analogije, koje pored ostalog omogućuju i lakšu analizu i kontrolu 
uticajnih veliĉina preko kojih je uspostavljena analogija |4|, |5|. U nastavku biće dat prikaz 
analogije izmeĊu termodinamiĉkih i elektriĉnih veliĉina za sluĉaj prolaţenja toplote kroz 
sloţene višeslojne zidove. 
 
2. ANALOGIJA IZMEĐU PROVOĐENJA TOPLOTE KROZ ZIDOVE I 
PROTOKA STRUJE KROZ STRUJNO KOLO 
 
Matematiĉki izraz, izveden preko Furieove diferencijelne jednaĉine toplotne 
provodljivosti za stacionarne reţime je, |6|, |7|, |8|:  
 
                                                    
dx
dT
k
dA
dq
                                                          (1)
 
 
Jednaĉina (1) napisana je za diferencijalnu površinu dA. Veliĉina 
dx
dT
  
predstavlja 
tempreaturni gradijent, dok je k toplotna provodljivost. Jednaĉinu (1) moţemo napisati u 
obliku pogodnom za primenu kao: 
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T
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x
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U jednaĉini (1) ΔT predstavlja pad temperature na zidu debljine xz. Jednaĉina (2) je 
potpuno analogna jednaĉini za protok jednosmerne struje u strujnom kolu kroz neki otpornik 
i izvedena je na bazi Omovog zakona :
R
U
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                                               (3) 
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Ovde I predstavlja jaĉinu struje (količina elektriciteta u jedinici vremena), ΔV pad 
napona na elektriĉnom otporu Re, xe je duţina provodnog puta, ke je specifiĉna elektriĉna 
provodljivost dok je Ae površina popreĉnog preseka elektriĉnog provodnika, |9|, |10|.  
Pri tome, specifiĉna elektriĉna provodljivost γ, jednaka je reciproĉnoj vrednosti 
specifiĉnog otpora ρ.  
Omski otpor definiše se kao:                        
A
l
Re
 
 
Prema datoj analogiji, veliĉinu Rz u izrazima (2) i (4), moţemo nazvati otpor 
provoĊenju toplote. Prema (2), za stacionarno provoĊenje toplote kroz seriju otpora moţe se 
pisati relacija: 
 
                                                         
zz
zzz
Ak
x
T
R
T
R
T
q
                                    (4) 
 
3. PROLAŢENJE TOPLOTE KROZ DVOSLOJNI ZID 
 
Pre nego što se izvedu termodinamiĉke relacije za prolaţenje toplote za dva 
karakteristiĉna sluĉaja, daće se prikaz spojeva otpornika u strujnom kolu. Na sl.1. prikazani 
su serijski i paralelno spojeni otpornici u strujnom kolu, |9|, |10|. Serijski spojeni otpornici 
pojedinih otpora Ri imaju ukupan otpor R, jednak sumi pojedinaĉnih otpora: 
 
                                                       
n
n
i
i RRRRR ...........21
1                               
(5)
 
pri ĉemu propuštaju struju I koja je u svim otpornicima jednaka: 
 
                                                                    
nIIII ...........21
 
                                (6) 
 
Paralelno spojeni otpornici pojedinih otpora Ri imaju ukupan otpor R, koji je 
reciproĉna vrednost zbira reciproĉnih vrednosti svih otpora, (on je manji od najmanjeg 
otpora): 
 
                                                    n
n
i i
RRRRR
1
...........
1111
211
                                 (7) 
 
Ukupna struja, ovde je jednaka zbiru struja Ii  kroz pojedine otpornike: 
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IIIII ............22
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Slika 1. a) Serijski i b) paralelno vezani otpornici u strujnom kolu 
 
 
3.1. PRVI SLUĈAJ PROLAŢENJA TOPLOTE  
 
Na sl. 2. dat je prikaz provoĊenja toplote kroz višeslojni vertikalni zid za sluĉaj da 
nema konvekcije. Toplotni tok, odnosno koliĉina toplote provoĊenjem kroz izotermsku 
površinu u jedinici vremena za ovaj sluĉaj biće: 
 
W
R
TT
R
T
z
zz
z
21
  
                                  (9) 
 
Ovde je toplotni otpor provoĊenja toplote : 
 
           
Ak
L
Ak
L
Rz
2
2
1
1
  
                                            (10) 
 
odnosno: 
 
             
zzz RRR 21
  
                                            (10a) 
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Analogna relacija s obzirom na protok struje biće: 
 
            e
R
VV
I 21
  
                                               (11) 
             
eee RRR 21
  
                                              (11a) 
 
Oĉigledno prema sl. 1. ovde je u pitanju serijska (redna) veza, prema elektriĉnoj 
analogiji. Na sl. 3. dat je prikaz prolaţenja toplote kroz dvoslojni vertikalni zid za sluĉaj 
postojanja konvekcije. Ovde je toplotni tok: 
        
W
R
TT
z
21
  
                                          (12) 
Toplotni otpor prolaza toplote za ovaj sluĉaj biće: 
 
      
kzzkz RRRRR 2211
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Ovde je oĉigledno kao i u prošlom sluĉaju u pitanju redna veza. 
 
 
 
 
 
Slika 2. ProvoĎenje toplote kroz višeslojan zid (I) Šematski prikaz otpora provoĎenja 
toplote(II)Analogija sa protokom struje kroz otpornike (III) Ekvivalentna električna šema 
(IV)
  
 
 
Slika 3. Prolaţenje toplote kroz višeslojni zid (I) Šematski prikaz otpora prolaţenja toplote (II) 
Analogija sa protokom struje kroz otpornike (III) Ekvivalentna električna šema (IV) 
 
 
3.2. DRUGI SLUĈAJ PROLAŢENJA TOPLOTE 
 
Na sl. 4. dat je prikaz provoĊenja toplote kroz dvoslojni poloţeni zid za sluĉaj da nema 
konvekcije. Uzećemo sluĉaj kada su gornja i donja strana zida termiĉki izolovane. 
 
 
 
 
 
Slika 4. ProvoĎenje toplote kroz dvoslojni zid u poloţenom poloţaju (I) Šematski prikaz otpora 
provoĎenju toplote (II) Analogija sa protokom struje kroz otpornike (III) Ekvivalentna šema (IV) 
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Toplotni fluks moţemo izraĉunati kao: 
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odnosno 
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Ovde je ukupni toplotni otpor provoĊenju toplote: 
 
                         21
21
21
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R
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z
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                                                        (17) 
 
Kao i u prethodnom sluĉaju i ovde je elektriĉna analogija potpuna: 
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R
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I 21
  
                                                                                     (18) 
Ovde je: 
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RRR 21
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                                                                                  (19) 
 
 
4. SLUĈAJ PROSTIRANJA TOPLOTE ZRAĈENJEM 
 
Toplotni tok za sluĉaj radijacije (zraĉenja) Rr, moţemo odrediti polazeći od relacije za toplotni 
fluks: 
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Ovde je: 
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U relaciji (21) koeficijent prenosa zraĉenjem je : 
 
                                        
21
2
2
2
1
211
TTTT
TTA
h rr                                                   (20) 
 
Oĉigledno je da po prvi put otpor provoĊenju toplote zavisi od temperatura krajeva našeg 
uzorka, što ukazuje na izuzetno nelinearan karakter odgovarajućeg elementa iz elektrotehnike koji 
treba koristiti, odnosno na njegovu izrazito nelinearnu strujno-naponsku karakteristiku. Za sluĉaj 
istovremene konvekcije i zraĉenja oba toplotna fluksa se sabiraju (kao i odgovarajući koeficijenti hk 
i hr), s obzirom da je ovde u pitanju redna veza. Odavde sledi da se svi sluĉajevi prostiranja toplote 
mogu povezati sa elektriĉnom analogijom. Iz prethodne analize sledi da je moguće uspostaviti 
analogiju izmeĊu termodinamiĉkih i elektriĉnih veliĉina, što je sistematizovano u tabeli T.1. 
 
 
Tabela 1. Osnovne veličine analogije 
 
R.b. Termodinamički sistem Oznaka  
Električni sistem 
 
Oznaka 
1.  
Toplotni tok (izmjenjena toplota) 
 
Φ Jačina struje I 
2.  
Razlika temperatura 
 
ΔT Pad napona ΔV 
3.  
Otpor provoĎenju toplote 
 
Rz Električni otpor Re 
4.  
Debljina zida 
 
Lz Duţina provodnika Le 
5.  
Površina zida 
 
Az Površina preseka provodnika Ae 
6. Koeficijent prolaza toplote K Recipročna vrednost specifične 
električne otpornosti 
1/ρ 
 
 
 
5. KARAKTERISTIĈNI PRIMERI 
 
5.1. Primer prolaženja toplote 
 
Za sloţeni zid prikazan na sl. 5., poznate su dimenzije: 
H=2m;  L1=10cm; L2=20cm; L3=5cm; HD=0,7m; HB=1,3m, širina zida je 1m. Odgovarajući 
koeficijenti prelaza toplote konvekcijom su: 
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h1=15 W/m
2
K;     h2=25 W/m
2
K 
 
Temperature na dovoljnoj udaljenosti od zida su: 
T1=300ºC    i     T2=20 ºC 
 
Koeficijenti provoĊenja toplote za materijale pojedinih slojeva zida su: 
kA=100 W/mK; kB=70 W/mK; kc=60 W/mK; kD=20 W/mK. 
 
Koristeći elektriĉnu analogiju izraĉunati toplotni tok kroz zadati zid. 
 
 
 
 
Slika 5. Karakteristični primer prolaţenja toplote kroz sloţeni zid, sa konvekcijom 
 
Rešenje: 
 
Proraĉun izvodimo sledećim redom: 
 
a) Šematski prikaz otpora prolaţenja toplote za dati primer, kao i odgovarajuća ekvivalentna 
šema prema elektriĉnoj analogiji dat je na sl. 6. 
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Slika 6.  I)  Šematski prikaz otpora prolaţenja toplote za primer sloţenog zida (sa konvekcijom) 
II) Ekvivalentna šema prema električnoj analogiji 
 
b) Toplotni tok  biće: 
 
W
R
TT 21
 
Ukupni toplotni otpor prolaza s obzirom na ekvivalentnu rednu vezu: 
 
kCzBDzAzk RRRRRR 21
 
 
Pri ovome, parcijalni otpori biće: 
 
W
Km
Ah
R k
2
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  ; 
W
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R k
2
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2 020,0
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; 
W
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L
R
A
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2
1
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2100
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W
Km
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L
R
c
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2
2
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S obzirom na paralelnu vezu biće: 
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L
R
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2
2 0022,0
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W
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R
D
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2
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I
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z) 
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W
Km
R ZBD
2
)( 00191,0
0143,00022,0
0143,00022,0
 
 
Sada je ukupni toplotni otpor: 
 
        
W
Km
R
2
055827,0020,0000417,000191,0000417,003333,0
 
 
c) Toplotni fluks biće: 
 
W
R
TT
5015
055827,0
2030021
 
 
5.2. PRIMER PROVOĐENJA TOPLOTE 
 
Za zadati sloţeni višeslojni zid sl. 7., prema zadatim podacima, za sluĉaj ĉistog stacionarnog 
provoĊenja toplote (bez konvekcije), odrediti toplotni fluks koristeći elektriĉnu analogiju. Zid je 
konstantne širine b=const. i izolovan sa gornje i donje strane. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Slika 7. Karakteristični primer provoĎenja toplote kroz sloţeni zid (bez konvekcije)  
 
a) Šematski prikaz otpora provoĊenja i ekvivalentna šema prema elektriĉnoj analogiji, data je 
na sl. 8. 
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Sl. 8. I) Šematski prikaz otpora provoĎenja toplote za primer sloţenog zida (bez konvekcije) 
II) Ekvivalentna šema prema električnoj analogiji 
 
b) Toplotni tok kroz zadati zid biće: 
 
W
R
TT zz 21  
c) Ukupni toplotni otpor provoĊenja toplote biće, s obzirom na ekvivalentnu rednu vezu: 
 
zMzFGzEzBCDzA RRRRRR  
 
Ovde je s obzirom na paralelnu vezu: 
 
DzCzBzzBCD RRRR
1111
)(  
 
GzFzzFG RRR
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Odnosno: 
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______________________________________________________________________________________ 
Journal of Engineering & Processing Management|  138 
 
 Volume 1, No. 2, 2009 
d) Parcijalne toplotne otpore raĉunamo kao: 
 
bHk
L
Ak
L
R
AAA
Az
11
 ;        
bHk
L
Ak
L
R
BBBB
Bz
22
;         
bHk
L
Ak
L
R
CCCC
Cz
22
 
 
bHk
L
Ak
L
R
DDDD
Dz
22
;       
bHk
L
Ak
L
R
EEE
Ez
33
;        
bHk
L
Ak
L
R
FFFF
Fz
44
  
 
bHk
L
Ak
L
R
GGGG
Gz
44
;       
bHk
L
Ak
L
R
MMM
Mz
55
 
 
Toplotni tok, sada je potpuno odreĊen i raĉuna se prema relaciji u taĉki b). 
 
6. ZAKLJUĈAK 
 
IzmeĊu termodinamiĉkih i elektriĉnih sistema postoji visok stepen analogije. Prostiranje 
toplote kroz sloţene višeslojne zidove moţe se uspješno predstavljati i proraĉunavati preko 
ekvivalentnih elektriĉnih kola. Pri ovome mogu biti obuhvaćena sva tri oblika prostiranja toplote 
(provoĊenje, konvekcija i zraĉenje).  
Ovo u posmatranom sluĉaju kao što je pokazano moţe imati odreĊene prednosti sa aspekta 
brţeg i efikasnijeg rješavanja postvljenih problema. Isto tako omogućena je i kontrola dobijenih 
rezultata. Prikazana analogija pored toga što omogućuje kvantitativne proraĉune daje mogućnost i 
efikasne kvalitativne analize, posebno otpora provoĊenja toplote. Isto tako, uspostavljena analogija 
moţe omogućiti lakše, odnosno jednostavnije izvoĊenje eksperimenata. 
Za razliku od jednostavnijih problema prostiranja, kod sloţenijih problema treba racionalno 
postupati i primjenjivati odgovarajuće analogne ekvivalentne elektriĉne šeme. 
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